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FORORD. 



De Opgaver til Concurrence for de af H. M. Kongen allerede som Kronprinds udsatte Guld- 
medailler, som Universitetet aarlig opstiller for sine Studerende, ere bestemte til at opmuntre disses 
første selvstændige Stræben. Medens ved dem derfor ikke Videnskaben søges bragt fremad i sine 
Hovedretninger eller større Vanskeligheder ved dens Fremadskriden søges overvundne, gaa Opgaverne 
derimod fornemmelig ud paa at søge enkelte mere specielle Retninger udførligere udviklede og belyste. 
Det er herved fornemmelig paa en selvstændig Udvikling der lægges Vægt, medens Resultaternes 
absolute Nyhed bliver af underordnet eller ingen Betydning. 

En af de i Aaret 1859 fremsatte Prisopgaver var: „at udvikle Constructionen af en Cirkel, 
der berører tre andre Cirkler. En ordnet og, fuldstændig Udvikling af de hertil nødvendige Hjælpe- 
sætninger, forsaavidt disse ikke findes i de sædvanlige elementære Geometrier , udvikles". 

Den følgende Afhandling herom af Cand. real. C. M. Guldberg sees paa en særdeles fuld- 
stændig og tillige i Udviklingen elegant Maade at have løst den fremsatte Opgave, og blev derfor 
belønnet med den udsatte Guldmedaille. Forfatteren gjør i Indledningen selv Rede for det historiske 
ved denne Opgave. 

Db. O. J. BROCH. 



INDLEPNING. 



Problemet om Cirklers Berøringer var allerede kjendt af de Gamle, Oldtidens første Geometer ApoU 
lonius, hvem Samtiden gav Tilnavnet „Geometeren den Store," har skrevet to Bøger itepi éicaqxssv^ 
hvis væsentligste Indhold var Constractionen af den Cirkel, som berører tre givne Cirkler samt de Til- 
fælde, at een, to eller tre af disse Cirkler gaa over i Punkter eller rette Linier, ialt ti Tilfælde. Disse 
Bøger ere paa enkelte Brudstykker nær, som findes hos Påppus, aldeles tabte. Imidlertid synes det 
ogsaa, at Apollonius har i samme behandlet det simplere Problem: At construere en Cirkel, som har 
en given Radius og berører to givne Cirkler tilligemed de Tilfælde, at den ene eller begge . disse 
Cirkler gaa over i Punkter eller rette Linier, ialt sex Tilfælde. Ligeledes kan man efter de øvrige 
Værker, man har af ham, med Vished antage, at han har fuldstændigen undersøgt alle de for- 
skjellige Stillinger af de givne Cirkler og de særegne Opløsninger dette gav Anledning til, noget som 
ingen af de, der har restitueret hans Værker, har gjort Apollonius var fra Perga i Pamphylien og 
hans Virksomheds Periode raider i Slatningen af det 2det Aarhundrede f. Ch. F. under Ptolemceus 
Philopators Regjering. 

Da Videnskaben begyndte at opvaagne igjen efter Middelalderens Mørke, kom ogsaa Problemet 
om Cirklers Berøring paa Bane. I Midten af det 16de Aarhundrede fremsatte den bekjendte franske 
Matematiker VUta for en anden Matematiker Adrianus Romanus den Opgave, at construere en Cirkel, 
som berører tre givne Cirkler. Romanus søgte at løse Opgaven ved (gennemsnittet af to Hyperbler, 
men da han derved ikke løste den i sin Almindelighed og tillige maatte tage Tilflugt til den høiere 

Geometri, fandtes hans Løsning at være slet * Vieta skrev da under Tittelen " Apollonius Gallus u en 

i 
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Bog, hvori han paa en meget elegant Maade løste Problemet Han har i sin Bog alle ti Opgaver og 
han begynder med de simpleste og gaar derfra over til de vanskeligere. Jeg skal i al Korthed an- 
tyde, hvorledes han løser Hovedopgaven. Har man givet tre Cirkler, hvis Centrer ere A, B og C og 
hvis Radier ere r«, rb, r e , saa kan disse Cirkler reduceres til et Punkt A og to Cirkler, hvis Radier ere 
Talværdierne af Udtrykkene r.dzrb , r« ± r c ; construerer man nemlig en Cirkel, som gaar gjennem 
Punktet A og berører disse sidste Cirkler øg er dens Radius — p, saa vil en Cirkel om samme Cen- 
trum med Radius p±r« berøre de tre givne Cirkler. Opgaven er altsaa strax reduceret til den 
Opgave at construere en Cirkel, som gaar gjennem et givet Punkt og berører to givne Cirkler. Vieta 
benytter sig nu af Egenskaberne ved to Cirklers Fællespunkt uden dog at bruge denne Benævnelse, 
som er fra en langt sildigere Tid. . Er i Fig. 3, PL IL Cirklerne om A og B de givne Cirkler og O 
det givne Punkt, saa søges først Cirklernes udvendige Fællespunkt F, dette Punkt forenes med det 
givne Punkt O og man afsætter paa denne Linie OF et Stykke PF saaledes bestemt at PF. OF 
=* NF. MF (den samme Construction kan ogsaa foretages med det indvendige Fællespunkt, se Fig 
3, hvor de samme Betegnelser gjælde, naar man blot istedetfor F sætter F% Punktet P tilhører da 
den søgte Cirkel, og man har nu reduceret Opgaven til en ny, nemlig den, at construere en Cirkel, 
som gaar gjennem to givne Punkter (O og P) og berører en given Cirkel (Cirkelen om A eller Cir- 
kelen om B). Denne Opgave indeholdes i Følgende: I en given Cirkellinie (Cirkelen. om A) at finde 
et Punkt af den Beskaffenhed, at de rette Linier fra samme Punkt til en given ret Linies Endepunkter 
(PO) skjærer Cirkelen i to Punkter, hvis Chorde er parallel med den givne rette Linie. Dette Punkt 
har nemlig den Egenskab, at en Cirkel gjennem samme og den rette Linies Endepunkter berører den 
givne Cirkel Denne Opgave, som nu kan løses paa flere Maader, har Vieta givet en meget smuk 
Løsning paa og dermed er da Problemet løst 

Der berettes, at da Adriamts Romanus læste Vieta* Opløsning blev han saa indtaget deri, at 
han reiste hen og besøgte ham og de bleve fra den Tid af meget intime Venner. Vieta er født i 
1540 og døde i Paris 1603. Han gaar imidlertid ikke nærmere ind paa de specielle Tilfælde af 
Opløsningerne og man kan se, at han ikke har havt den rette Almindelighed for Øie, thi han bemær- 
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ker, at det vilde være et Problem, værdigt at behandles særskilt, at construere en Cirkel, som berører 
tre indbyrdes tangerende Cirkler. Heller ikke befattede Vista sig med det forøvrigt ulige lettete 
Problem, at construere den Cirkel, som har en given Radius og berører to givne Cirkler o. s. v. 
Dette Problem blev løst af Marinus Gethaldus i Aaret 1607 i Venedig under Titelen af Supplementet 
til Apollonius Gallus. 

Descartes søgte ogsaa at løse Problemet og fandt to Opløsninger, hvoraf den ene imidlertid 
var saa indviklet, at han, som han selv siger, behøvede tre Maaneder for at udføre Constructiorten, 
og den anden, omend mindre indviklet, vovede han ikke at røre ved. Descaries anvendte nemlig 
Algebraen og denne Opgave er netop en af de, til hvis geometriske Construction Algebraen ikke med 
Held lader sig anvende. Forøvrigt fremsatte han et langt vanskeligere Problem nemlig at construere 
en Kugle, som berører fire givne Kugler, et Problem, som Fermat løste, og som Descartes ogsaa 
paastaaer at have løst, men som ikke findes blandt hans Skrifter. Blandt andre som søgte at løse 
Problemet om Cirklers Berøring kan som et Curiosum anføres, at en bøhmisk Prindsesse Elisabeth, 
som stod i Brevvexling med Descartes, sendte ham en Opløsning, men, som da den var udledet paa 
algebraisk Vei, led ad de samme Mangler som hiins. 

Newton har i sin Aritlvmetka universalis opløst de ti omtalte Opgaver, men paa arithmetisk Vei, 
saa de egentlig ikke egner sig til Construction; ligeledes i sine Principia Liber I. Lemma XVI har han 
opløst Problemet, idet han udfører den Opgave at finde et Punkt saaledes beskaffent, at Differentsen 
mellem dets Afstande fra tre givne Punkter er lig to givne rette Linier. Denne Opgave, som han 
udvikler aldeles elementært, er den samme som at finde Skjæringspunktet mellem to Hyperbler, som 
have et fælles Brændpunkt 

Foruden de ovenomtalte har ogsaa fiere andre Forfattere, saaledes ogsaa Euler, løst Proble- 
met, men Opløsningerne ere algebraiske og ingen har overgaaet Vieta i Elegance. Først i Begyn- 
delsen af det 19de Aarhundrede, da Geometrien tog en ny Retning ved Udviklingen af Læren om 
Poler og Polarer, fulgte Problemet om Cirklers Berøring som en simpel Følge af disse og fik da først 
sin fuldstændige og smukkeste Løsning. Nærværeude Afhandling, som oprindelig er Besvarelsen af 



den af Universitetet for Aaret ls59 fremsatte Prisopgave og som. her fremkommer med nogle iaa 
Forandringer, indeholder Opløsningen af de to Opgaver: 

„At construere en Cirkel, som har en given Radius og berører to givne Cirkler." 

„At construere en Cirkel, som berører tre givne Cirkler." 

Den første af disse Opgaver forlangtes ikke i Prisopgaven, men, da dens Anvendelse fiere 
Gange forekommer og den derfor i denne paa disse Steder omtaltes, har jeg her hellere i al Korthed 
behandlet den selvstændig. Ben anden Opgave er opløst saavel ved den elementære Geometri som 
ved Hjælp af Keglesnittene; den sidste Methode har jeg troet at burde tage med, da det er den 
som frembyder sig som den naturligste og tillige den, hvortil man ledes ad den analytiske VeL 



Cap. L 

OM CONSTRUCTTONEN AF DEN CIRKEL, SOM HAR EN GIVEN RADIUS OG BERØRER TO 

GIVNE CIRKLER TILLIGEMED DE TILFÆLDE, AT DEN ENE ELLER BEGGE CIRKLER 

GAA OVER I RETTE LINIER ELLER PUNKTER. 

§1. ' 

Læresætninger. 

1. Det geometriske Sted for de Punkter, som have en given Afstand fra 

et givet Punkt, er Pereferien til den Cirkel, hvis Centrum er det givne 

Punkt og hvis Radius er den givne Afstand, 
2. Det geometriske Sted for de Punkter, som have en given Afstand fra 

en ret Linie, ere to rette Linier parallele med den givne, hver paa sin 

Side af samme og i den givne Afstand. 
3. Det geometriske Sted for de Punkter, som have en given Afstand fra 

en given Cirkels Pereferi ere Pereferierne til to med den givne con- 

centriske Cirkler, hvis Radier ere Summen og Differentsen af den givne 

Cirkels Radius og den givne Afstand. 

§«. 

Opgaver. 

4. At construere en Cirkel, som har en given Radius og berører to givne 
Cirkler. 

Man construerer for hver Cirkel det geometriske Sted for de Punkter, hvis Af- 
stande fra de givne Pereferier er lig den søgte Cirkels Radius. Disse geometriske 
Steder ere da 4 Cirkler, hvis Skjæringspunkter, som i Antal ialmindelighed ere 8, ere 
Centrerne for de søgte Cirkler. Opgaven har altsaa i sin Almindelighed 8 Opløsninger. 
Betegnes de givne Cirklers Radier med R og r og deres Centrallinie med a og 
den søgte Cirkels Radius med p, saa er de geometriske Steder: 



To Cirkler, hvis Radier ere R + p og +. (R — p) og som ere concentriske med 
den af de givne Cirkler, hvis Radius er R, samt to Cirkler, hvis Radier ere r + p og 
.+. (r — p) og som ere concentriske med den af de givne Cirkler, hvis Radius er r. 

Antallet af Opløsninger i de forskjellige Tilfælde afhænger nu a£ om de geome- 
triske Steder skjære hinanden, berøre hinanden eller ikke skjære hinanden. Erindrer 
man nu, at to excentriske Cirkler skjære hinanden, naar Centrallinien er mindre end 
Radiernes Sum og større end deres Differents, at to Cirkler berøre hinanden, naar 
Centrallinien er lig Radiernes Sum eller Differents, eftersom Berøringen er udvendig 
eller indvendig og endelig, at to Cirkler ikke skjære hinanden, naar Centrallinien er 
større end Radiernes Sum eller mindre end deres Differents, eftersom Cirklerne ligge 
helt uden for hinanden eller den ene helt inden i den anden, og tillige, at, naar to 
geometriske Steder skjære hinanden, giver dette 2 Opløsninger, naar de berøre hinan- 
den 1 Opløsning og, naar de ikke skjære hinanden ingen Opløsning, saa undersøges 
Antallet af Opløsninger ved efter disse Regler at undersøge, om følgende Cirkler, hvis 
Centrallinier og Radier ere givne, skjære, berøre eller ikke skjære hinanden. 

To Cirkler, hvis Radier ere R + p og r + p og hvis Centrallinie er a, 
----- ±(R-p)og±(r-p)- - ' — ' - a, 

— - — -R-fp- ±(r— p)- - — - a, 

— - — ±(R— p) - r+p - - — - a. 
Fortegnet ± foran Parentheserne i alle ovenstaaende Udtryk vælges saaledes, 

at Udtrykket bliver positivt og afhænger altsaa a£ hvorvidt p er mindre eller større 
end R og mindre eller større end r. 

5.En Cirkel siges at berøre to andre eensartet, naar den berører begge 
udvendigt eller begge indvendigt, meii ueensartet, naar den berører 
den ene udvendigt og den anden indvendigt. 

I foregaaende Opgave vil derfor de Cirkler, som berøre de givne eensartet, have 
til Centrer Skæringspunkterne (Berøringspunkterne) mellem de Cirkler, hvis Radier ere 
R + p og r + p samt =fc (R~ p) og ± (r— p) og de to første Cirkler give udvendig berø- 
rende, de to §idste indvendig berørende Cirkler. De Cirkler, som berøre de givne 
ueensartet, have til Centrer Skjæringspunkterne (Berøringspunkterne) mellem de Cirkler, 
hvis Radier ere R + p og ± (r— p) samt ± (R—p) og r + p. 
6. At construere en Cirkel, som har en given Radius, berører en given 
Cirkel og en given ret Linie. 

Man construerer de geometriske Steder for de Punkter, hvis Afetande fra den 
givne Cirkels Pereferi og den givne rette Linie ere lig den søgte Cirkels Radius. Disse 



geometriske Steder ere to Cirkler, concentriske med den givne Cirkel, og to rette Linier, 
parallele med den givne Linie, og deres Skæringspunkter ere da de søgte Centrer, hvis 
Antal altsaa i Almindelighed er 8. 

Betegnes den givne Cirkels Radius med p, Afstanden fra dennes Centrum til 
den givne rette Linie med a og den søgte Cirkels Radius med p, saa er de geome- 
triske Steder to Cirkler, concentriske med den givne, og hvis Radier ere r + p og +. 
(r— p) og to rette Linier, parallele med den givne og i en Afstand p fra samme. An- 
tallet af Opløsninger i de forskjellige Tilfælde betinges nu a£ om de rette Linier og 
Cirklerne skjære, berøre eller ikke skjære hinanden, og erindrer man, at Betingelsen 
for at en ret Linie og en Cirkel skjære hinanden er den, at Liniens Afstand fra Cen- 
tret er mindre end Radien, og for at de berøre hinanden, at den er lig Radien, og 
for at de ikke skjære hinanden, at den er større end Radien, saa undersøges Antallet 
af Opløsningen ved at anvende disse Regler paa følgende Cirkler og rette Linier: 
En Cirkel, hvis Radius er r + p og en ret Linie, hvis Afstand fra dens Centrum er a + p 
. • — - — . r + ? ..._- — — - - — -=fc(a-p) 
- - - - -±(r-p)- - - - - - - - - . (a + p) 

. _ . _ -±(r-p) - - . . _ -±(a-p) 

Fortegnet ±. foran Parantheserne vælges saaledes, at Udtrykket bliver positivt 
7. At construere en Cirkel, som har en given Radius og gaar gjennem et 
givet Punkt. 

Man construerer de geometriske Steder for de Punkter, hvis Afstande fra den 
givne Cirkels Pereferi og fra det givne Punkt er lig den søgte Cirkels Radius. Derved 
fremkommer tre Cirkler, hvis Skjæringspunkter ere de søgte Cirklers Centrer. 

I Almindelighed er der altsaa 4 Opløsninger. 

Betegnes den givne Cirkels Radius med r, Afstanden fra dennes Centrum til det 
givne Punkt ved a og den søgte Cirkels Radius ved p, saa er de geometriske Steder 
to Cirkler, concentriske med den givne, og hvis Radier ere r + p og +. (r— p) og en 
Cirkel, hvis Centrum er det givne Punkt og hvis Radius er p. Antallet af Opløsninger 
i de forskjellige Tilfælde findes da ved at undersøge, om følgende Cirkler skjære, be- 
røre eller ikke skjære hinanden: 

To Cirkler, hvis Radier ere r + p og p og hvis Centrallinie er a. 

- - ~ -±(r-p) - p - - - - a. 

8. At construere en Cirkel, som har en given Radius og berører to 
givne rette Linier. 

Man construerer de geometriske Steder, for de Punkter, hvis Afstande fra de 
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to givne rette linier er lig den søgte Cirkels Radius. Derved fremkommer 4 rette 
linier, hvoraf to ere parallele med den ene af de givne og to med den anden, og 
hvis Skjæringspunkter give de søgte Cirklers Centrer. 

Opløsningernes Antal er altid 4, naar de givne Linier skjære hinanden; er de 
derimod parallele er der ingen Opløsning, undtagen den søgte Cirkels Radius er Halv- 
delen af deres Afstand, i hvilket Tilfælde Opgaven er ubestemt. 
9..At construere en Cirkel, som har en given Radius og gaar gjennem 
to givne Punkter. 

Man construerer de geometriske Steder for de Punkter, hvis Afstande fra de 
givne Punkter ere lig den søgte Cirkels Radius. Dette er to ligestore Cirkler, hvis 
Centrer ere de givne Punkter og hvis Radier er den givne Radius. Antallet af Opløs- 
ninger er 2, naar Punkternes Afstand er mindre end den dobbelte givne Radius, deri- 
mod 1, naar Punkternes Aistand er lig denne og ingen, naar deres Afstand er større 
end samme. 

lO.At construere en Cirkel, som har en given Radius, berører en given 
ret Linie og gaar gjennem et givet Punkt. 

Man construerer de geometriske Steder for de Punkter, hvis Afstande fra den 
givne rette Linie og fra det givne Punkt ere lig den søgte Radius. Disse Steder ere 
to rette Linier parallele med den givne og en Cirkel, hvis Centrum er det givne Punkt, 
og hvis Radius er den givne Radius, og som man let ser, har Opgaven altid 2 Opløs- 
ninger, hvad enten Punktet ligger udenfor Linien eller i Linien, naar Punktets Afstand 
fra samme er mindre end. den dobbelte givne Radius. Er Punktets Afstand fra den 
givne rette Linie lig den dobbelte givne Radius, er der 1 Opløsning, er den større, 
er der ingen Opløsniug. 

Cap. IL 
OM CONSTRUCTIONEN AF DEN CIRKEL, SOM BEKØRER TRE GIVNE CIRKLER TILLI- 
GEMED DE TILFÆLDE, AT EN, TO ELLER ALLE TRE CIRKLER GAA OVER I RETTE 
LINIER ELLER PUNKTER, UDVIKLET VED HJÆLP AF DEN ELEMENTÆRE* GEOMETRI. 

§ 1. 

Definitioner og Læresætninger. 

11. Naar man i en ret Linie har to Punkter, hvis Afstande fra to andre Punkter i 
samme Linie ere proportionale, saa siges de to første Punkter at være harmoniske 
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med Hensyn til de to andre. Har man saaledes de fir« 
rette Linie, saa er A og B harmoniske med Hensyn ti 
hold finder Sted AC: BC - AD: BD. 

Naar to Punkter ere harmoniske til en Diameters 
ene af disse Punkter den harmoniske Pol til Perpendiki 
nem det andet Punkt, og denne Perpendikulære kaldes d< 
hiint Punkt 

12. To Tangenters Skjæringspunkt er den harmon 
nem deres Berøringspunkter, og denne er i 
til hiint Punkt. (Pi l. Tig. 1). 

Sats: AC: CB - AD: DB; EF j 

Man drager Radien OE. Da Buen EC - Buen CF, : 
= EBO = R og EOB «= EOB, altsaa er 

4 EOA cv> J BOE, hvoraf følg 

AO: OE - OE: OB, da nu OE - OD - 

AO + OD: AO-OC - OD + OB: 

AD : AC = DB : 
AC : CB = AD : 

Ligeledes er B Polen til Perpendikulæren paa AO 
Anm.: Af denne Sætning følger da ligefrem Constructionen af dei 
og den harmoniske Polare til et givet Punkt med Hensyn 
den harmoniske Pol til en Diameter ligger uendelig lang! 
Polare til Centret. 

13. Ere to Punkter harmoniske til en Diameters ] 
kelens Radius Mellemproportionalleddet mell 
fra Centrum. (Pi. 1. Fig. 1). 

Bet: AC : CB - AD : DI 



Sats: AO : OD = OD : Ol 



Efter Betingelsen er AC : CB = AD : DB, da nu 

AO - OD : OD-OB - AO + OD : 
Mellemleddene og intervertere 



AO+OD 

2 OA 

AO 



AO-OD = OD+OB 
2 OD = 2 OD : 
OD = OD : 





Sats: AC : CB 


= AD : DB. 


an har 


AO : OD - OD 


: OB, altsaa faaes: 


AO + OD 


:AO-OD - OD + OB 


OD -OB; eller, da OD 


AD 


: AC = BD : 


BC, eller 


AC 


: BC - AD 


BD. 
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14. Omvendt ere to Punkter i en Diameter harmonisk til dennes Ende- 
punkter, naar Cirkelens Radius er Mellemproportionalleddet mellem 
deres Afstande fra Centrum. (Pi 1. Fig. 1). 

Bet: AO : OD » OD : OB. 



OG 



15. Den harmoniske Polare til et hvilketsomhelst Punkt i en ret Linie gaar 
igjennem denne rette Linies Pol. 

lste Tilfælde, naar Linien skjærer Cirkelen. (PLI. Fig. 2). 
Den givne Linie være Linien AB, man søger nu Liniens Pol C efter Sætning 12. 
Den harmoniske Polare til et vilkaarligt Punkt A i Linien findes da ved at drage AO 
igjennem Centret og fra C trække en Perpendikulær CD ned paa samme, saa er CH 
den harmoniske Polare til A. Man har nemlig: 

J. OCD ~ ^.OAF, da = OFA-ODC-R. 

Heraf faaes: OD: OF - OC: OA eller 

OF. OC = OD. OA, men efter 13 er OF. OC-OG* « OD. OA, 

og altsaa er efter Sætning 14 A og D harmoniske til Diameterens Endepunkter, det 

er CH er Polaren til A. 

2det Tilfælde, naar Linien ligger udenfor Cirkelen (Pil. Fig.3). 
Man søger her Polen C til Linien AB, og vil man nu have den harmoniske 
Polare til et vilkaarligt Punkt A, drages Perpendikulæren CD ned paa Linien AO og 
CH er den søgte Polare; man har ligesom i første Tilfælde 

J OFA ~ 4 ODC, hvoraf 
OD: OF - OC: OA. 
OD. OA - OF. OC - OG 2 , altsaa 
CH den harmoniske Polare til A. 
16. Den harmoniske Pol til en hvilkensomhelst ret Linie, som gaar igjen- 
nem et givet Punkt, ligger i den harmoniske Polare til dette Punkt. 
Dette følger ligefrem af foregaaende Sætning, thi naar den harmoniske Polare 
til et Punkt i en ret Linie altid gaar igjennem denne Linies Pol, maa Liniens Pol 
ligge i Polaren, da Punktet kun har een harmonisk Polare. 
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17. To Liniers Skjæringspunkt er den harmoniske Pol til Linien gjennem 
deres harmoniske Poler, og omvendt er Linien gjennem to Punkter 
* den harmoniske Polare til det Pxinkt, hvori deres harmoniske Polarer 
skjære hinanden. 

Ifølge Sætning 15, maa nemlig de to Liniers Skjæringspunkts Polare gaa gjennem 
begge Liniers harmoniske Poler og er altsaa derved bestemt. Efter Sætning 16 ligger 
nu den harmoniske Pol til en Linie, som gaar igjennem et givet Pnnkt i dette Punkts 
harmoniske Polare, og da nu Linien gaar igjennem to Punkter, maa dens Pol være 
disse Punkters Polarers Skjæringspunkt, og altsaa Linien selv være Polaren til dette 
Skjæringspunkt. 

18. Ved et givet Punkts Potents med Hensyn til en given Cirkel forstaaes 
Differentsen mellem' Qvadraterne paa Cirkelens Radius og Punktets 
Afstand fra Centrum, eller Produktet af de Stykker, som Cirkelen 
afskjærer af en ret Linie igjennem Punktet. Naar Punktet ligger uden- 
for Cirkelen, er dets Potents med Hensyn til samme lig Qvadratet af 
den til Cirkelen trukne Tangent. Naar Punktet ligger indenfor Cir- 
kelen, er dets Potents med Hensyn til samme lig Qvadratet af den 
halve mindste Chorde gjennem det givne Punkt. (PL 1 Fig. 4). 

Er det givne Puukt A beliggende udenfor Cirkelen, saa er AD. AB - AF 2 

- AO 2 - OF* - AO 2 - r 2 . 

Er Punktet G beliggende indenfor Cirkelen, saa bemærkes, at den mindste Chorde 
igjennem G er den, som staar lodret Diameteren igjennem O og G; thi drages OL 
lodret samme, saa er OLG - R, altsaa OL < OG og altsaa er efter (316) *) Chorden 
HM < end enhver anden Chorde PN igjennem G. Her er OH 2 — OG 2 - HG 2 

- GN. GP. (437). 

19. Det geometriske Sted for de Punkter, der have samme Potents med 
Hensyn til to givne Cirkler, er en ret Linie, der staar lodret paa Cirk- 
lernes Centrallinie, og deler den saaledes, at Differentsen mellem 
Stykkernes Qvadrater er lig Differentsen mellem Radiernes Qvadrater. 
Denne Linie kaldes Cirklernes Potentslinie. Skjære Cirklerne hin- 
anden, saa er den igjennem deres Skjæringspunkter gaaende rette 
Linie Cirklernes Potentslinie. Skjære de hinanden ikke, saa findes 
den ved at overskjære dem med en vilkaarlig tredie Cirkel, gjennem 
dennes Skjæringspunkter med hver af de to givne Cirkler at drage 

*) De Henvisninger, som ere satte i Parenthes, gjælde Dr. O. J. Brochs Lærebog i Geometrien. 
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rette Linier og fra disses Overskjæringspunkt at nedfælde en Linie 

lodret paa de givne Cirklers Centrallinie (PL 1, Fig. 5, Fig. 6, Fig. 7, Fig. 8). 

lste Tilfælde. Cirklerne skjære hinanden. (Fig. 5 og Fig. 6). 

GD staar lodret CB, da den gaar igjennem Skæringspunkterne, thi 4 CHB ^ 

4 CD6, da alle Sider i det ene ere parviis ligestore alle Sider i det andet; altsaa er 

Z HCB ~ Z DCB, det er CB -l DH. 

Betegnes Radien i Cirkelen om C med R og Radien i Cirkelen om B med r og 
Afetandene CA og BA med a og b, saa er AD* = DC 4 — CA* = DB* - BA 2 eller 
R 2 - a 2 = r 2 - b a . 

Betragte vi nu i Fig. 5 et Punkt G udenfor Cirklerne, saa er 
GC* - a a = GB 9 - b* = GA 2 og 
R* - a a = r a - b 3 



GC a - R a = GB a - r 2 . 

GE a = GF a se 18. 
Betragtes i Fig. 6 et Punkt G indenfor Cirklerne, saa er 
GC* - a a = GB a - b a 
R a - a a = r a - b a 



R* 8 -GC a = r 2 - GB 2 



MG 2 - GN*. se 18. 
2det Tilfælde. Cirklerne skjære hinanden ikke. (Fig. 7 og Fig. 8). 
I dette Tilfælde er Potentslinien HG funden ved Hjælpecirkelen om O paa den 
oven anførte Maade. Punktet H, hvor Potentslinierne skjære hinanden, har den samme 
Potents med Hensyn til alle tre Cirkler, thi efter foregaaende Tilfælde er 

HM* = HL 2 - HK 2 . Heraf faaes: 
HC 2 — R 2 = HB* — r a = HL a 
HC 2 — a a = HB 2 — b a = HA 2 



a a - R 2 = b 2 - r 1 . 

Betragte vi nu et Punkt G i Potentslinien (Fig. 7) saa er 
GC* - a 2 - GB 2 - b 2 = GA* 
a a - R a = b 2 - r ! 



GC* - R a - GB 2 - r a 

GE a = GF a ,alts.efterl8erGetPunktiPotentslinien. 
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I Fig. 8 ligge Cirklerne inden i hinanden. I Punktet H ere Tangenterne til alle 
tre Cirkler indbyrdes ligestore og deraf følger som i foregaaende Beviis at 
a a - R 2 - b* - r 2 , hvor AC - a, AB - b. 
Aldeles ligesom i foregaaende Beviis sees, at HA er Potentslinien. 
20. Potentslinierne til hvilkesomhelst to af tre givne Cirkler skjære hin- 
anden i samme Punkt. Dette Punkt kaldes Cirklernes fælles Potents- 
punkt. Det ligger enten udenfor alle tre Cirkler, og i saafald ere 
Tangenterne fra dette Punkt til alle tre Cirkler ligestore; eller 
det ligger inde i alle tre Cirkler, som i saafald skjære hinanden, og 
det er i dette Tilfælde det fælles Skjæringspunkt for de tre Chor- 
der gjennem hvert Par Cirklers Overskjæringspunkter, og deigjen- 
nem dettePunkt gaaende mindste Chorder i hver Cirkel ere dalige- 
st or e. (PL 1 Fig. 9 og Fig. 10)- 

Da PF er Potentslinien til Cirklerne om B og C og PD er Potentslinien til 
Cirklerne om A og C, saa er efter de foregaaende Sætninger 18 og 19 for deres Skjæ- 
ringspunkt P PM 2 « PN 2 = PK 2 (Fig. 9 og Fig. 10). Deraf følger, at Punktet 
P ogsaa tilhører Potentslinien PE til Cirklerne om A og B og P er altsaa Cirklernes 
fælles Potentspunkt. 

21.Naar man i to excentriske Cirkler trækker to parallele Radier til 
samme Side af Centrallinien, saa vil den gjennem Endepunkterne 
af disse Radier gaaende rette Linie for alle Stillinger af Radierne 
skjære den forlængede Centrallinie i samme Punkt. Drages de 
parallele Radiertil modsatte Sider af Centrallinien, saa vil den 
gjennem deres Endepunkter gaaende rette Linie for alle Stillinger 
af Radierne ligeledes skjære Centrallinien i samme, men fra det 
første forskjelligt, Punkt. Disse Punkter kaldes Cirklernes Fælles- 
punkter, det første det udvendige, det sidste det indvendige Fæl- 
lespunkt. Excentriske Cirkler, som ikke ere ligestore, have stedse 
begge Arter af Fællespunkter, og disse ere harmoniske med Cirkler- 
nes Centrer effer Forholdet mellem Radierne. Ethvert af Fælles- 
punkterne ligger enten uden for begge Cirkler, eller inden for dem 
begge; i det første Tilfælde kan der fra samme drages to fælles 
Tangenter til begge Cirkler. (Pi i. Fig. 11). 
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Vi betegne Radien i Cirkelen om A med R, den i Cirkelen om B med r; vi 
har nu R :r - AF : BF og R-r : r - AB : BF. og R: r - AF' : BF' og R+r : r 
« AB : BF'. (417. 420. 200)* Vi skulle nu bevise, at dersom vi drage en ret Linie 
gjennem Punkterne G og H, hvor AG 4= BH, saa vil det Punkt N, hvori denne træffer 
Centrallinien, falde sammen med Punktet F» Vi har R: r - AN : BN, hvoraf R-r: 
r - AB : BN, men da nu R-r: r «= AB : BF, saa faas BN - BF, altsaa er N og 
F samme Punkt Samme Beviis gjælder for F', blot vi der tage R + r : r = AB : F'B. 
Da R : r - AF : BF og R : r - AF' : BF', saa er AF : BF - AF' : BF', det 
er: Punkterne F og F' ere harmoniske til A og B i Forholdet R til r. 

For at construere Fællestangenterne, slaas en Cirkel med Radius OA « OB 
= £ AB om O, og man gjør AS - R-r og drager AL og BK 4= AL, drages nu BS 
og LK, saa er BS 4= LK, da SL - BK og SL 4=BK, og KLA - BSA - 90°; gjøres 
AN = R + r og drages AN og BQ 4= AN og drages videre BN og QM, saa er BN 4= QM, da 
MN - QM og MN 4= BQ og QMA - BNA - 90°; altsaa ere LK og MQ Tangenter og da 
AS 4= BK og AM 4= BQ gaa de gjennem F og F'. Afsættes AS og AN til modsat Side 
faaes de to andre Tangenter. Lettere end denne Maade, som er uafhængig af Læren 
om Fællespunkterne, er følgende: man construerer først Fællespunkterne og drage 
gjennem disse Tangenter til en af Cirklerne, saa vil disse Tangenter efter denne Sæt- 
ning forlænget berøre den anden Cirkel og være Fællestangenterne. Naar Cirklerne 
ere ligestore, flyttes de udvendige Fællespunkter uendelig langt bort, og Fællestangen- 
terne gjennem dette blive da parallele Centrallinien. 

22. Ere tre excentriske Cirkler givne, saa ligger det udvendige Fællespunkt 
for de to Cirkler i samme rette Linie, som disses udvendige eller ind- 
vendige Fællespunkter med den tredie Cirkel. Disse rette Linier kal- 
des de tre givne Cirklers Fælleslinier, og der gives af disse ialt fire 
til tre givne Cirkler. (PI IL Fig. 1). 

Betegnes Radierne i Cirklerne om A, B, C respective med r r' r" og Fælles- 
punkterne til Cirklerne om A og B med F, og F' n til Cirklerne om A og C med F. 2 
F. 2 ', til Cirklerne om B og C med F s og F s ', saa ligge F, F, og F s i samme rette 
Linie, Ugeledes Fi F 8 ' F 2 , F 3 F,' F'. 2 og F. 2 F s ' Fj'. Beviset herpaa er grundet paa 
den Sætning, at naar i et Triangel hver af Siderne ere delte i to Dele, saaledes, at 
Produktet af de tre ikke sammenstødende Dele er lig Produktet af de tre øvrige lige- 
ledes ikke sammenstødende Dele, saa maa alle tre Delingspunkter ligge i en ret Linie, 
naar 1 eller 3 Delingspunkter ligge i Sidernes Forlængelser (se 426). Man har, idet 
man stedse betragter Trianglet ABC: 
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AF a : CF 2 - r : r" 


AF/ : CF/ - r : r" 


CF, : BF, - r": r' 


CF/ : BF,' - r" : r' 


BF, : AF, = r' : r 


BF, : AF, - r' : r 


AF 2 .CF,.BF, - CF 4 .BF,.AF,. 


AF/.CF/.BF, = CF',.BF/.AF, 


altsaa: F,F 8 F, en ret Linie; 


altsaa: F,F,'F a ' en ret Linie; 


AF/ : CF/ - r : r" 


AF 2 : CF 2 = r : r" 


CF, : BF, - r" : r' 


CF/ : BF/ = r": r' 


BF,' : AF/ - r' : r 


BF/: AF/ = r' : r. 


AF' 4 .CF,.BF,' = CF/. BF, AF,'. 


AF 2 .CF,'BF/ - CF 2 JBF/AF/. 



altsaa: F 3 F/F ft ' en ret Linie; 



altsaa : F , F 3 'F t ' en ret Linie. 



23. Naar en Cirkel berører to andre Cirkler, saa ligge Berøringspunk- 
terne stedse i samme rette Linie med de to sidste Cirklers indvendige 
eller udvendige Fællespunkt, eftersom Berøringen er ueensartet eller 
eensartet, og Produktet af Berøringspunkternes Afstand fra dette Fæl- 
lespunkt er constant for alle Cirkler, som berøre de to givne Cirkler 
paa samme Maade, nemlig lig Produktet af Tangenterne fra Fælles- 
punktet til de to berørte Cirkler, hvis Fællespunktet ligger udenfor 
Cirklerne, eller lig Produktet af de igjennem Fællespunktet gaaende 
halve mindste Chorder, hvis Fællespunktet ligger indenfor Cirklerne. 
(PL II Fig. 3, Fig. 2, Fig 4). 

Ved eensartet Berøring bliver nemlig den berørende Cirkels to Berøringspunkter 
de indvendige eller udvendige Fællespunkter, eftersom Berøringen er udvendig eller 
indvendig, og ligge ifølge foregaaende Sætning i samme rette Linie med de to berørte 
Cirklers udvendige Fællespunkt. Ved ueensartet Berøring blive Berøringspunkterne et 
udvendig og et indvendig Fællespunkt og ligge følgelig i samme rette Linie med de to 
berørte Cirklers indvendige Fællespunkt. 

Betragtevi Fig.3 saaerSats: F 1 F 1 'JF|F t l -F I MJF 1 N. 

Nu er F^-F^.F.F', og F^^C. F,F' a 
hvoraf F l N*.F 1 M* = F l F 3 '.F 1 F 2 '.F 1 D.F l C. MendanuLinienF^ 
gaaÆrigjennemF^saaerFtCiF^s'-rrr'-F^^.-F^, hvoraf F^^.F^' »FjCF.D 
og indsat, faaesF 1 N a .F 1 M 2 =F 1 F 3 ^.F l F./ 2 'eUerF 1 N.F 1 M=F 1 F 3 , .F i F 2 '. Aldeles samme 
Bevis gjælder for alle de øvrige Tilfælde, hvor Fællespunktet ligger udenfo 1 " Cirklerne, 
saaledcs f. Ex. som i Fig. 4, hvor F x 'f 2 ' . F x 'f 3 ' = F t 'm . F x 'n. Ligger derimod Fællespunktet 



16 

indenfor Cirklerne, som i Fig. 2, saa har man : F , 'N 2 = F' t D . Fi F 3 ' og F, 'M 2 - F/C.F! 'F.,, 
hvoraf altsaaF 1 'N 2 .F 1 'M' 2 = F 1 'D.F 1 'F 8 / .F 1 'C.F l / F 2 . MendaLinien F 2 D gaaer igjennem 
F å ', saa har man F^iF^D-r :r' - F^CiF.'F,,', eUer F t 'Fo. F,F å ' - F.D.F^C, og 
indsat faaes F'^.F^IP-F^.F^F,* eUer F^N.F^M-F.'F^.F/F,'. 

A nm.: Ifølge Beviset sees, at F, M. F, N = F, F^'.FjF,' »F^.F^, hvilket ogsaa gjælder 
for det indvendige Fællespunkt, og man faar den Sætning, at for enhver Secant gjennem to 
Cirklers Fællespunkt er Produktet af de to yderste Stykker lig Produktet af de to mellemste 
Stykker lig Produktet af Fællestangenterne gjennem samme Punkt 

24.Naar to Cirkler berøre to andre paa samme Maade, nemlig enten 
begge eensartet eller begge ueensartet, saa gaar de første Cirklers 
Potentslinie gjennem de sidste Cirklersudvendige eller indvendige Fæl- 
lespunkt, eftersom Berøringen er eensartet eller ueensartet. (Pi. u. Fig. 5) 

I Fig. 16 berøre Cirklerne om X og Y Cirklerne om A og B paa samme Maade, 
nemlig begge eensartet. Potentslinien til Cirklerne om X og Y gaar da gjennem F h 
det udvendige Fællespunkt til Cirklerne om A og B. For at bevise dette, behøve vi 
blot at bevise, at Tangenterne fra F x til Cirklerne om X og Y ere ligestore, men disse 
Tangenters Størrelse ere respective: J/" Fi F 3 '. F t F 2 ' og }/" F t G 2 . F t G„ og efter 
foregaaende Sætning ere disse Udtryk lige store nemlig begge lig }/" FN. FM; altsaa 
ere ogsaa Tangenterne F å R « F, S. Betragte vi nu Cirklerne om A og B saa berøre 
de Cirklerne om X og Y paa samme Maade, nemlig begge ueensartet; Potentslinien til 
Cirklerne om A og B skal da gaa gjennem det indvendige Fællespunkt G 8 ' til Cirklerne 
om X og Y; vi behøve da blot at bevise, at Tangenterne fra G 3 ' til Cirkelerne om A og 
B ere lige store; men disse Tangenters Størrelse ere respective 1/"G 8 ' F. 2 '. G 3 ' G, og 
V" G 3 ' F 3 '. G 3 ' G. z og disse Udtryk ere efter foregaaende Sætning ligestore , altsaa Tan- 
genten G 3 'K - G 3 'L. Altsaa er F| et Punkt i Potentslinien til Cirklerne om X og Y, 
og G 3 ' et Punkt i Potentslinien til Cirklerne om A og B. 

25.Naar tre Cirkler berøre to andre Cirkler paa samme Maade, saa maa 
de tre første Cirklers fælles Potentspunkt være det udvendige eller 
indvendige Fællespunkt for de to sidste Cirkler, eftersom Berøringen 
er eensartet eller ueensartet (PIHL Fig. 1.) 

Dette følger ligefrem af foregaaende Sætning. Cirklerne om X, Y, Z berøre 
Cirklerne om A og B paa samme Maade, nemlig begge eensartet; de tre første 
Cirklers fælles Potentspunkt er nu Cirklerne om A og B's udvendige Fællespunkt; thi 
efter foregaaende Sætning gaaer Potentslinien til Cirklerne om X og Y gjennem 
Fællespunktet P og Potentslinien til Cirklerne om Y og Z gaaer ligeledes gjennem 
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samme Punkt P ; disse Potentslinier skjære hinanden da i Punktet P, men dette Punkt 
bliver da efter 20 de tre Cirklers Mies Potentspunkt. 

Cirklerne om A, B og C berøre Cirklerne om X og Z paa samme Maade, nem- 
lig ueensartet; PotentsHnien til Cirklerne om A og C gaar da gennem P' efter 24 og 
Potentslinien til Cirklerne om A og B ligeledes; P er altsaa deres Skjæringspunkt, 
det er: det fælles Potentspunkt for Cirklerne om A, B og C. 

26.Naar to Cirkler berøre tre andre Cirkler paa samme Maade, saa vil 
de to første Cirklers Potentslinie være en af de tre sidste Cirklers 
Fælleslinier, og Chorden i enhver af de tre sidste Cirkler mellem 
dens Berøringspunkter med de to førstnævnte Cirkler vil gaa gjen- 
nem denne Fælleslinies harmoniske Pol i samme Cirkel. (Pim.Fig.2.) 
Cirklerne om X og Y berøre Cirklerne om A, B og C paa samme 
Maade: da nu Cirklerne om X og Y berøre Cirklerne om A og . B ueensartet, 
saa gaar Cirklerne om X og Ts Potentslinie gjennem Cirklerne nm A og B's ind- 
vendige Fællespunkt ; da Cirklerne om X og Y berøre Cirklerne om B og C eensartet, 
gaar deres Potentslinie gjennem disse sidste Cirklers udvendige Fællespunkt, altsaa 
falder Potentslinien sammen med en af Fælleslinierne, se 22. Chorden gjennem Berø- 
ringspunkterne til en af Cirklerne, den om A, (eller B eller C) med Cirklene om X 
og Y f, f 2 [eller f,' f 2 '] er nu Polaren til et Punkt i Potentslinien, nemlig til det fæl- 
les Potentspunkt for Cirklerne om X, Y og A (eller X, Y, B, eller X, Y, C), daPotents- 
linierne til to og to af disse Cirkler (X og A, Y og A, eller X og B, Y og B, eller 
X og C, Y og C) ere Tangenterne gjennem Berøringspunkterne. Efter 12 er da Chor- 
den gjennem disse Berøringspunkter Polaren til Tangenternes Skæringspunkt eller det 
fælles Potentspunkt, og efter 16 gaar da Chorden gjennem den harmoniske Pol til 
denne Potentslinie eller hvad der er det samme til Fælleslinien. 

27. Naar man om to givne Cirklers udvendige Fællespunkt som Cen- 
trum construerer en Cirkel, hvis Radius er Mellemproportionalleddet 
mellem de givne Cirklers Fællestangenter, dersom Fællespunktet 
ligger udenfor begge Cirkler, men Mellemproportionalleddet mel- 
lem de gjennem Fællespunktet gaaende halve mindste Chorder, der- 
som det ligger indenfor Cirklerne, saa fremkommer en Cirkel, som 
kaldes de givne Cirklers udvendige Fællescirkler. Radien i denne 
er da lig Tangenten eller den halve mindste Chorde gjennem Fæl- 
lespunktet til enhver disse eensartet berørende Cirkel. 

s 
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Naar man om to givne Cirklers indvendige Fællespunkt som 
Centrum construerer en Cirkel, hvis Radius er Mellemproportional- 
leddet mellem de givne Cirklers Fællestangenter, dersom Fælles- 
punktet ligger udenfor begge Cirklerne, men Mellemproportionalled* 
det mellem de gjennem Fællespunktet gaaende halve mindste Chorder, 
dersom det ligger indenfor begge Cirkler, saa fremkommer en Cirkel, 
som kaldes de givne Cirklers indvendige Fællescirkel; Radien i 
denne er da lig den halve mindste Chorde eller Tangenten gjennem 
Fællespunktet til enhver de gi vn e Cirkler ueens ar te tb er ør ende Cirkel.. 
Lad Cirklerne om A og B være de givne Cirkler (PI. 4. Fig. 1) og deres udven- 
dige Fællespunkt være F t , hvis Radius er F l G«|/F, M . F, N. Cirkelen om L berører 
disse Cirkler eensartet og efter 23 er da FjT.F^ * F^.F^ - F,G 2 ; følgelig er 
F,G lig Tangenten fra Punktet Fi til Cirkelen om L. 

Det samme finder Sted ved Cirkelen om 1, som berører Cirklerne om A og b 
eensartet og her er Fællescirkelens Radius til Cirkelen om 1 den halve mindste Chorde. 
Lad Cirklerne om A og B være de givne Cirkler (PI. 5 Fig. 1) og deres ind- 
vendige Fællespunkt være F^; deres indvendige Fællescirkel er da Cirkelen om Fj 1 med 
Radius Fj'G - J/F,M.F,N. Cirkelen om L berører disse Cirkler eensartet og man 
har da efter 23 F,'T.F,'S - Fj'M.F,'N - Fi'G 2 ; følgelig er Fi'G lig den halve 
mindste Chorde gjennem Fi' i Cirkelen om L. 

I samme Figur berører Cirkelen om 1 Cirklerne om A og b ueensartet og her 
er Fællescirkelens Radius Tangent til Cirkelen om 1. De smaa Bogstaver er tilsvarende 
de store i det Foregaaende. 

Anm.: Den udvendige Fællescirkel til to ligestore Cirkler gaar over i en ret Linie, nemlig den Linie, 
som staar lodret og halverer Centrallinien. 

28.Naar man construerer to givne Cirklers Potentslinie og flytter denne 
parallel med sig selv, saaledes, at den i sin nye Stilling har samme 
Afstand fra den anden Cirkels Centrum som den i sin oprindelige 
Stilling havde fra den første Cirkels Centrum, men til modsat Side, 
saa fremkommer en Linie, som kaldes Cirklernes æqtidifferente 
Potenslinie. Denne Linie er Potentslinien til de givne Cirkler, 
efterat man har ombyttet deres Radier, og ethvert Punkt i samme har 
den Egenskab, at Differentsen mellem dets Afstandee Qvadrater fra 
de givne Cirklers Centrer er lig Differentsen mellem Radiernes 
Qvadrater med modsat Fortegn. 
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I PL 5 Fig. 1 er Y* Y* Potentslinien til Cirklerne om F t ' og F 3 ' og X.X* er 
deres æqvidifferente Potentslinie. 

29.Naar man til tre givne Cirkler construerer to af dei*es udvendige 
Fællescirklex, saa vil disse Fællescifklers Potentslinie, dersom 
Fællespunkterne ligge udenfor Cirklerne, men deres æqvidifferente 
Potentslinie, dersom de ligge indenfor Cirklerne, gaa gjennem Cen- 
tret til enhver de tre Cirkler eensartet berørende Cirkel. 

Cirklerne om A, B og C (PL 4. Fig. I) være de givne Cirkler og Potentslinien til 
Fællescirklerne om F x qg F 2 være XX; Cirkelen om L berører de givne Cirkler eensartet. 
Drager man fra dens Centrum rette Linier til F , og F 2 og Tangenter fra F å og F. 2 til Cirkelen 
omL, saa er: LF^-LG^ + F.G*, LF 2 2 ~LH 2 +F. 2 H 2 ,ogdaLG«LH, bliver LF^-LF** 
=*FtG a — F 2 H 2 ; følgeligj er Punktet L et Punkt i Cirklerne om Fi og F./s Potentslinie. 
Lad Cirklerne om A, b og c være de givne Cirkler og xx den æqvidifferente 
Potentslinie til Fællescirklerne nm f , og f 8 . Cirklen om 1 berører de givne Cirkler 
eensartet og drages de halve mindste Chorder gennem f i og f 3 i Cirklen om 1, saa 

er f,P + f lg 2 - lg 2 - lk 2 ~ f 3 l 2 + f 3 k 2 og f t l 2 - f 3 l 2 (f,g 2 - f 3 k 2 ) d. e. 1 er 

et Punkt i Cirklerne om f| og f 3 's æqvidifferente Potentslinie efter 28. 
SO.Naar man til tre givne Cirkler construerer to af deres indvendige 
Fællescirkler, saa vil disse Fællesqirklers Potentslinie, dersom 
Fællespunkterne ligge indenfor Cirklerne, men deres æqvidifferente 
Potentslinie, dersom de ligge udenfor Cirklerne, gaa gjennem Cen- 
tret til enhver Cirkel, som berører den Cirkel, hvem begge Fælles- 
punkterne tilhører, ueensartet og de to andre eensartet. 

Cirklerne om A, B og C (PL V Fig. 1) være de givne Cirkler og den æqvidifferente 
Potentslinie til Fællesirklerne om Fj' og F 3 ' være X 2 X 2 : Cirkelen om L berører Cirklerne 
om A og C eensartet og Cirkelen om B ueensartet med Hensyn til hver af de øvrige. 
Drages LF t ' og LF 3 ' og endvidere de halve mindste Chorder gjennem F å ' og F 3 ' iCirkelen 
om L, saa er; LF t 2 + Fj'G^-LGP-LP-LF^ + F^K* og heraf: LF/ 2 — LF 8 ' 2 = 
— (F,'G 2 — F 3 'K*) d. e. L er et Punkt i den æqvidifferente Potentslinie efter 28. 

Lad Cirklerne om A, b og c være de givne Cirkler og X 3 X 3 Potentslinien til 
Fællescirklerne om f t ' og f 2 '; Cirkelen om 1 berører Cirklerne om b og c eensartet, 
og Cirkelen om A ueensartet med Hensyn til hver af disse. 

Drages lf,', lf 2 ' og Tangenterne f t 'g og f/h, saa er: 
tfi /2 -fi'g 2 - lg* - Ih 2 - lf*' 2 - f 2 'h 2 og heraf l^ 2 - lf 2 ' 2 - f,'g* - f/h 2 
d. e. 1 er et Punkt i Cirklerne om f x * og f 2 ' 's Potentslinie. 
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§ 2. 

Om Betydningen af Foler, Polarer o- s- v. ved Punkter og rette Linier. 

31. Vi ville nu undersøge hvilken Betydning den harmoniske Pol og Polare, Potents- 
linien, Fællespunkterne og Fællescirklerne faa* naar Cirkelen gaar over til sine 
Grændseværdier, et Punkt og en ret Linie. Et Punkt betragtes da som en Cirkel 
med en forsvindende liden Radius og en ret Linie som en Cirkel med en uendelig 
stor Radius. Tillige er saavel to Punkter som to rette Linier i sit indbyrdes For- 
hold at betragte som to ligestore Cirkler. Derved fremgaar uden videre Forkla- 
ring følgende: 

32.Den harmoniske Pol til en ret Linie med Hensyn til et givet Punkt er 
Punktet selv, naar Punktet ikke ligger i Linien; thi isaafald ligger den uendelig 
langt borte paa den gjennem Punktet paa Linien opreiste Perpendikulær. 

Den harmoniske Pol til en ret Linie med Hensyn til en anden given 
ret Linie ligger uendelig langt borte paa den anden linie, naar Linierne skjære 
hinanden; ere de derimod parallele, er den ubestemt, nemlig ethvert Punkt i den 
anden Linie. 

Den harmoniske Polare til et Punkt med Hensyn til et andet givet 
Punkt er den rette Linie, der gaar gjennem det andet Punkt og staar lodret paa 
Punkternes Forbindelseslinie. 

Den harmoniske Polare til et Punkt med Hensyn til en given ret 
Linie er Linien selv. 

33.Potentslinien til en Cirkel og et Punkt er den gjennem Punktet dragne 
Tangent til Cirkelen, naar Punktet ligger i Cirkelens Pereferi. Ligger det derimod 
udenfor eller indenfor samme, benytter man samme Fremgangsmaade som ved Con- 
structionen af Potentslinien til to Cirkler, der ikke skjære hinanden. Man slaar en 
Hjælpecirkel, som skjærer den givne Cirkel og gaar gjennem det givne Punkt, søger 
de to Cirklers Potentslinie og Punktet og Hjælpecirkelens Potentslinie efter fore- 
gaænde, og drager fra disse Potentsliniers Skjæringspunkt en Perpendikulær ned 
paa den Linie, der forbinder Punktet og Cirkelens Centrum, saa er denne Linie 
den søgte Potentslinie. Ligger Punktet udenfor Cirkelen, kan man lettere finde 
Potentslinien, ved gjennem Punktet at drage en Tangent til Cirkelen, saa er Per- 
pendikulæren gjennem denne Tangents Halveringspunkt ned paa den rette Linie, 
som forbinder Punktet og Cirkelens Centrum, den søgte Potentslinie. 
Potentslinien til en Cirkel og en ret Linie er Linien selv. 
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Potentslinien til to Punkter er den rette Linie* der staar lodret paa 
•Punkternes Forbindelseslinie og halverer den. 

Potentslinien til et Punkt og en ret Linie er Linien selv. 

Potentslinen til to rette Linier, som skjære hinanden, er Halveringslinien 
af den Vinkel Linierne danne med hinanden; derved opløses den i to rette Linier, 
der staa lodret paa hinanden gjennem de givne Liniers Skæringspunkt. Ere de 
givne Linier parailele er Potentslinien en ret Linie parallel med disse og som hal- 
verer deres Afstand. 
34. Fællespunkterne for en Cirkel og et Punkt falde sammen til et, nemlig 
Punktet selv. 

Fællespunkterne for en Cirkel og en ret Linie ere Endepunkterne af 
<ien paa Linien lodrette Diameter. 

Fællespunkterne for et Punkt og en ret Linie falde sammen til et, nem- 
lig Punktet selv. 

Det indvendige Fællespunkt for to Punkter er Halveringspunktet af 
• deres Forbindelseslinie; det udvendige Fællespunkt ligger uendelig langt borte 
i samme Linie. 

Fællespunkterne for to rette Linier ligger uendelig langt borte, naar 
Limerne skjære hinanden; ere de derimnd parailele, bliver det indvendige Fælles- 
punkt ubestemt, nemlig ethvert Punkt paa den Linie, der er lodret og halverer 
deres Afstand. 
35.Fællescirklerne til en Cirkel og et Punkt falde sammen til en, nemlig 
Puriktet selv. 

Fællescirklerne til en Cirkel og en ret Linie findes ved om hvert 
Fællespunkt at slaå en Cirkel, hvis Radius er Mellemproportionalleddet mellem Cir- 
kelens Diameter og Fællespunktets Afstand fra Linien. Da Produktet af Fælles- 
tangenterne antager Formen af en uendelig liden Størrelse Gange en uendelig stor 
Størrelse, søger man deres Produkt ved at drage en Secant gjennem Fællespunktet 
se 23. Anm. og her er da valgt den, som staar lodret paa Linien. 

Fællescirklerne til et Punkt og en ret Linie falde sammen til en nem- 
lig Punktet selv. 

Af Fællescirklerne til to Punkter er den indvendige Fællescirkel 
endelig, nemlig en Cirkel, hvis Centrum er deres indvendige Fællespunkt og hvis 
Radius er Punkternes halve Afstand. Den udvendige Fællescirkel er den rette 
Linie, der staar lodret paa Punkternes Forbindelseslinie og halverer samme. 
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Fællescirklerne for to rette Linier ere selv rette Linier, nemlig Halve- 
ringslinien af de Vinkler, de givne Linier danne med hinanden , n&ar de sk j ære hin- 
anden; ere Linierne par ulltlt s er den indvendige Fwllescirkels Radius Kg Liniernes 
halve Afstand, men dens Centrum ubestemt, nemlig ethvert Punkt i den rette Linie, 
som halverer deres Afstand og er parallel Linterne, og den udvendig* Fællesvirket 
er denne Linie. 

§s. 

Opgave. 

At construere de Cirkler, som berøre tre givne Cirkler. 
(PL VI. Fig. 1 og PL VIL Fig. 1 og Fig. 2.) 

36. De tre givne Cirkler være Cirklerne om A, B og C; man construerer deres Fælles- 
punkter efter 21 og drager de fire Fælleslinier FiF-jF,; F,F 3 'F 4 '; FtF.'Fi'; 
F 3 F.2'F,'; man søger disse Liniers harmoniske Poler i hver af Cirklerne, hvilke vi 
betegne respektive med p,p,, p 2 ,p 3 med Hensyn til Cirkelen om A, p\pi', p*', p 3 ' med 
Biensyn til Cirkelen om B, og p", pi", p 2 ", p 3 " med Hensyn til Cirkelen om C. 
Derpaa søges de tre Cirklers fælles Potentspunkt efter 20; dette Punkt være P. 

Man drager nu de rette Linier Pp,Ppi,Pp2,Pp 3 ,Pp',Ppi # Pp 3 "; disse Liniers 

Skæringspunkter med dem Cirkel, hvortil den harmoniske Pol hører, ere nu de 
de søgte Berøringspunkter; thi Chorden gjennem Berøringspunkterne maa gaa gjen- 
nem den harmoniske Pol ifølge 26, og den maa gaa gjennem det følles Potents- 
punkt P ifølge 23 og 25. Man erholder saaledes 24 Berøringspunkter, hvoraf 3 og 3 
høre til hver sin søgte Cirkel, hvilket altsaa giver 8 Cirkler. For at finde Centret til 
de berørende Cirkler, drages rette Linier gjennem Berøringspunkterne og de givne 
Cirklers Centrer, saa skjære tre og tre af disse hverandre i et Punkt, som er det søgte Cen- 
trum. — Saaledes give Skjæringsaunkterne åf Linierne Pp,Pp',Pp" Berøringspunkterne 
til de to Cirkler om tc og tc'; Ppi Ppi' Ppi" til de to Cirkler om TCi og tc,' o. s. v. 

37. Opgaven har saaledes i sin Almindelighed 8 Opløsninger; men i mange Tilfælde 
indskrænkes dette Antal. For at undersøge dette, ser man, at ifølge 24 vil 

! Cirkl, om tc og tc 1 berøre Cirkl, om A og B eensartet, da deres Potentslin. gaar gjenn. F, 
- - - - - - -AogC eensartet, - - - 

----- - - B og C eensartet, - - - - 

I- tc, og tc,' - - - A og B eensartet, - - - - 

----- -- B og C ueensartet, - - - - 

----- - A og C ueensartet, - - - - - 
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! Cirkl, om w, og ic,' berøre Girkl. om A og C eensartet, da deres Potentslin. gaar gjenn. F 2 \ 
- - - B og C ueensartet, - - - - F,'V 

.--■.. - • A og B ueensartet,- - - - - F^i 

!- tcj og ic, # - • - B og C eensartet, - . - - - F s \ 
. - - - • • - A og C ueensartet, - - * F/J 
- -A og C ueensartet,- - - - - F| # ) 

Endvidere bemærkes: 

Naar to Cirkler ligge udenfor hinanden, maa enhver begge disse e ensartet 
berørende Cirkel ligge udenfor begge eller udenom begge; enhver ueensartet be- 
rørende Cirkel maa ligge udenfor den ene og udenom den anden. 

Naar to Cirkler skjære hinanden, maa enhver begge eensartet berørende 
Cirkel ligge udenfor, udenom eller inden i begge; enhver ueensartet berørende 
Cirkel maa ligge indeni den ene og udenfor den anden. 

Naar af de to Cirkler den ene ligger inden i den anden, maa enhver eensartet 
berørende Cirkel ligge udenom den inderste, enhver ueensartet berørende Cirkel 
maa ligge udenfor den inderste og begge maa ligge indeni den yderste af dem. 

Ved Hjælp af disse Regler kan man forud bestemme Opløsningernes Antal 
for de forskjellige Stillinger af de tre Cirkler, naar ingen Berøring mellem disse finder 
Sted; det er dette, som findes senere hen i Tilfældene 1°, 3°, 5° og 7°. 
Endelig haves: 

Naar to Cirkler berøre hinanden udvendig, maa enhver begge ueensartet 
berørende Cirkel gaa gjennem deres Berøringspunkt. 

Naar to Cirkler berøre hinanden indvendig, maa enhver begge eensartet 
berørende Cirkel gaa gjennem deres Berøringspunkt. 

Men naar af tre Cirkler to berøre hinanden, finder man de Cirkler, som berøre alle 
tre og tillige gaa gjennem de givne Cirklers Berøringspunkt, saaledes : (Pi. jjl Fig. 3). 

De givne Cirkler være Cirklerne om A, B og C, og Cirklerne om A og B 
berøre hinanden; enhver Cirkel, som skal gaa gjennem Berøringspunktet F og berøre 
disse, maa have sit Centrum beliggende paa Centrallinien AB. Afsætter man nu fra 
F af FD lig Radien CG i Cirkelen om C og drages CD og gjennem F en Linie FH 
parallel DC, saa skjærer denne Cirkelen om C i to Punkter G og H, som er de søgte 
Cirklers Berøringspunkter; forlænger man Radierne gjennem CG og CH til de skjære 
Centrallinien AB, saa faaes de søgte Centrer iz t og *./ ; men heraf ligger iz* uendelig 
langt borte, da CH er parallel med AB; altsaa existerer ikke. For at bevise, at rt 2 
er det søgte Centrum, haves 
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DF : Ftc*-CG : Gie* da DC=jsFG og da nu DF-GC, saa er Fic t «Gic*. 
Man seer stråhat CH 4= AB, da CHG- CGH- FGk* = GFic^daF^-Gic,). 
Paa samme Maade vilde man have faaet en Cirkel, hvis Centrum var tc s ved 
at benytte D' ; (man seer ogsaa nu, hvorledes man lettest skal gaa frem, naar Centret 
skal findes; man drager nemlig HH' 4= AB gjennem C, og drager HF og HF, saa er 
Skæringspunkterne G og G' de søgte Berøringspunkter). 

Heraf følger, at naar af tre Cirkler to berøre hinanden, saa reduceres Op- 
løsningernes Antal til det halve for de Cirkler, som berøre de tre givne og tillige 
gaa gjennem de to givne Cirklers Berøringspunkt. 

Ved Hjælp af denne Regel og de foregaaende kan man nu forud bestemme 
Opløsningernes Antal for en hvilkensomhelst Beliggenhed af de tre givne Cirkler. Alle 
de forskjellige Tilfælde ere nu ordnede paa følgende Maade og ved Anvendelsen af de 
omtalte Regler faar man som følger: (se PL X). 
1°. Ingen Skjæring, ingen Berøring. Opgaven har da 8 Opløsninger, dersom 
ikke den ene Cirkel ligger indeni den anden og den tredie udenfor eller udenom 
den anden; thi isaafald er Opgaven umulig. (Pig. l, 2, 3, 4). 
2°. To af Cirklerne berøre hinanden, den tredie hverken berører ellar 
skjærer de øvrige. Opgaven har her 6 Opløsninger, naar en af Cirklerne lig- 
ger udenfor eller udenom begge de andre og disse ikke ligge indeni hinanden; 
i de øvrige Tilfælde er der blot 2 Opløsninger. (Fig. 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11). 
3°. To af Cirklerne skjære hinanden, den tredie hverken berører eller 

skjærer de øvrige. Opgaven har her 4 Opløsninger. (Fig. 12, 13, 14, 15). 
4*. En af Cirklerne berører begge de øvrige, hvilke sidste hverken be- 
røre eller skjære hinanden. Opgaven har her 4 Opløsninger, naar en af 
Cirklerne ligger udenfor eller udenom begge de andre og disse ikke ligge indeni 
hinanden; i de øvrige Tilfælde er dér blot 2 Opløsninger. (Fig. 16, 17, 18, 19, 20). 
5°. En af Cirklerne skjærer begge de øvrige, hvilke sidste hverken 
skjære eller berøre hinanden. Opgaven har altid 4 Opløsninger. (Fig. 21, 22). 
6°. Alle tre Cirkler berøre hverandre. Opgaven har 2 Opløsninger, dersom 
ikke Berøringen skeer i et Punkt; isaafald er Opgaven ubestemt. (Fig. 23, 24, 25, 26) m 
7°. Alle tre Cirkler skjære hverandre. Opgaven har 8 Opløsninger, dersom 
Cirklerne ikke skjære hverandre i et Punkt; isapfald 4 Opløsninger. (Fig. 27, 28, 29). 
8°. To af Cirklerne skjære hinanden, to af dem berøre hinanden. Op- 
gaven har her 4 Opløsninger. (Fig. 30, 31, 32, 33, 34). . 



9°. To af Cirklerne berøre hinandien, don tredie skjærer begge« Opga- 
ven har her 6 Opløsninger, undtagen, ttiar Skjæringen og Berøringen finder Sted 
i et Punkt; isaafeld er der blot 2 Opløsninger. (Tig. 35, 36, 37, 42, 43). 
10°. To af Cirklerne skjære hinanden, den tredie berører begge. Opga- 
ven har her 4 Opløsninger. (Pig. 38, 39, 40, 4l\. 

Særegne Tilfælde. 

38. De givne Cirklers Centrer ligge i samme rette Linie. Ligger de givne 
Cirklers Centrer i samme rette Linie, falder alle Fælleslinierne sammen til en, 
nemlig Centrallinien, denne Linies harmoniske Poler falde uendelig langt bort og 
ligeledes det fælles Potentspunkt, da alle Potentslinierne blive parallele. De rette 
Linier gjennem de søgte Berøringspunkter komme til at staa lodret paa den fælles 
Centrallinie og hvert Par berørende Cirkler blive congruente og have en symmetrisk 
Beliggenhed med Hensyn til den fælles Centrallinie. 

Opgaven kan da ikke løses paa den ovenfor angivne Maade, og vi ville da benytte 
de i 27 til 80 udviklede Hjælpesætninger, hvorved følgende Opløsning fremkommer. 
Construerer man de givne Cirklers Fællescirkler og søger de to af de udven- 
dige FællescirHers Potentslinie eller æqvidifferente Pqtentslinie, eftersom Fællespunk- 
terne ligge udenfor eller indenfor Cirklerne og to og to af de indvendige Fællescirklers 
Potentslinie eller æqvidifferente Potentslinie, eftersom Fællespunkterne ligge indenfor 
eller udenfor Cirklerne, saa har man de rette Linier, hvorpaa de søgte Cirklers Centrer 
ifølge 29 og 30 maa ligge. Man bemærke, at paa Grund af Indskrænkningen af Op- 
løsningernes Antal i 37 pag. 24 og 25 er det unødvendigt at betragte, det Tilfælde, 
at et af de indvendige Fællespunkter ligger udenfor, det andet indenfor Cirklerne. 

Har man nu de rette Linier, hvorpaa de berørende Cirklers Centrer ligge, er 
Opgaven indesluttet i følgende, idet man altid kan vælge de to Cirkler, som skulle 
berøres eensartet: 

„At construere en Cirkel, som berører to givne Cirkler eensartet 
og hvis Centrum ligger paa en given ret Linie, der staar lodret paa 
deres Centrallinie." 

Denne Opgave løses simplest saaledes. (Pi VIII. Fig. 2). 
Cirklerne om A og B være de givne Cirkler og Linien CD den givne rette 
Linie. Den søgte Cirkels Centrum være G, man trækker GA og GB, saa er GA* — 



AE« -GB* - BE« w GE». Saettes AE - a, EB-* og Radien i CiAelén om A vært - 
R og Radien i Cirkelen om B -r, saa bliver: 

GA*-1SB*-a*--b* • - 

GA -GB -B -t 

hvoraf ved Division: GA + GB -£=^- <•-»>»+») 

K — r K — r 

og GA - £ (R — r) + £ — rZ7 — » hvilket let construeres og Punktet G er saaledes 
bestemt. 

Paa samme Maade findes Punktet H, naar Linien C'D' er den søgte Linie. 

Ere Cirklerne om H og K de givne Cirkler og LM den givne rette Linie, saa 
er for det søgte Centrum P : 

PK* - K F*-PH* - HF* og heraf PH* - PK 2 «HF* - KF*»a* - b«, 
endvidere PH + PK = (HU — PU) + (PT — TK)-HU — TK = R — r, 

hvoraf M-FK-^^fc^yt±B og følgelig: 

PH«i(R~r) + i^^±^\ hvorved P er bestemt. 

Man ser, at der i Almindelighed erholdes to Centrer, nemlig et paa hver 
Side af Centrallinien; og anvender man altsaa denne Construction paa Hovedopgaven, 
feaes (Pi VI IL Hg. 1) i Almindelighed 8 Opløsninger. 

Cirklerne om % og x' tave til Centrallinie den rette linie XX, som er Po~ 
tentslinien til Fællescirlderne om F! og F 3 (eller F 2 ); Cirklerne om iz t og ic t ' have 
X,X l9 som er den æqvidifferente Potentslinie til Fællescirklerne om F. 2 ' og F 3 ' ; Cirklerne 
om it 2 og ic 2 ' have til Centrallinie X 2 X 2 , som er den æqvidifferente Potentslinie til 
Fællescirklerne om Fi' og F 8 '; Cirklerne om x 3 og x 3 ' have til Centrallinie X 3 X 3 , som 
er den æqvidifferente Potentslinie til Fællescirklerne om Fi' og FA 

I Figuren ere de indvendige Fællescirklers Potentslinier betegnede med Y t Y„ 

Y« Y«, Y 3 Y 3 og af hvert Par Cirkler er for Tydeligheds Skyld blot den ene opconstrueret. 

Anm.: Naar man. skal construere en Cirkel, som berører en given Cirkel og en given ret Linie elier 

et givet Punkt og en given ret Linie, og hvis Centrum er beliggende paa en anden given ret 

Linie parallel med den første Linie, saa findes denne Cirkels Centrum ved at bemærke, at 

dens Radius tnaa være lig Liniernes Afstand. 

39. Et andet særeget Tflfelde, som er indbe&ttet under dette, men som lettest løses 
uafhængig deraf, er, naar to af Cirklerne ere concentriske og den tredie ikke 
ligger udenfor den største og ikke indenfor den mindste. 

Betragte vi (PL III Fig. 4) de to concentriske Cirkler om O, saa sees, at det 

geometriske Sted for Centrerne af alle de Cirkler, som berøre de to givne eensartet, 
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er en Cirkel concentrisk med de givne Cirkler, og hvis Ri 

Radirø' frhhte Dififeflente, og alladiw^ e6nB«rt^t ibebørtw 

samme, lig de givne Cirklers Radiers halyq Sum- 

. Manju^remtø: AC~M 

Videre «x 4ei ^ometøiske Sted for Centrerne af; 

de to givne ueensartet, en Cirkel, ooncefttrisk med de givne 

de. givne Cirklers Radiers halve Sipn, og alle disse ueensa 

$er ere. den saopne lig de givne Cirklers Radiers halve Di 

Mm tw nwlig BR-BD-J (0E~ OD); OB-O] 

., , Ved Hjælp M denne Spts lader Opgaven, sig let 1 

man de tQ concentrkke Cirkler om A, hvis Radier være li 

hvis Centram er C og hvis Radius er p, saa ligge Centrer 

A eensartet berørende, Cirkler paa en Cirkel om A med 1 

rørende Cirkler* Ra4iu$ er 4 (R + r);, men alle de Cirkler, i 

som sjkfll berøre Cirkelen om C, maa have sine Centrer be 

C, hvi* Radius er £ (R + r) + p, eller =fc [£ (R + r).r- pj, e& 

dig. eller, indvendig; disse tp Cirkler skjære da denCirl 

i.Ølr- r), i fire Punkter 1c, tc', k u tcj', som ere de søgte 

Cirkler, som berøre Cirklerne om A ueensartet, have sine •< 

Cirkel med Radius £(R + r) og disse Cirklers Radius er. .] (I 

hvis Radius er £ (R — r) og som skal berøre Cirkelen om ( 

gende pa^to med C concei^triske Cirkler, hvis Radier ere 

ligJ(R — r) + p, for de indvendig berørende ± fø (R — 

Skjæringspunkter med den Cirkel om A, hvis Radius er 

søgte Centrer tc^ t^i', tc,» V (sammenlign Cap. Li). 

40. Endnu Qt Tilfælde ville vi mærke, det er naar alle tr 

Radius; i. dette Tilfælde vil Fælleslinien F^F, falde 

udvendige Fællespunkter F lr F* og F s ligge uendelig te 

Pol til denne er da respective i hver Cirkel Cirkelens C 

saa Berøringspunkterne ved at trække rette Linier gjeni 

og Cirklernes Centrer; m^n deraf følger, at de søgte Cii 

Potentspunkt selv; man har altsaa den Regel, at Centre 

:.. røre tre givne ligestore Cirkler eensartet, er de givne 
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§5. 

Ife Tilfalde, hvori ed filer lere tf ie gtae Cirkler gaa *ver i rette Linier eller Punkter. 

Opgarer. 

41. Vi ^rffle nu gaa over til de øvrige ni Opgaver, hvortil dene almindelige Opgave 
kan reducere«, naar man tager Cirkelens Qrændseværffier, Puriktét og • den rette 
Linie med og combinerer disse paå alle mulige Ma&der. 

De fleste af disse udføres paa den ovenfor angivne Mååde, naar man blot 
tager Hensyn til Betydringten af Potetftslmie, Pol, Fællespunkter og FrilescMdef ved 
disse, hvilken Betydniiig er atagivtfi i § 2. Antallet af Opløsninger udledes ogsaa af 
de ovenfor angivne Regler. Det er dferfor blot ved disse henvist tfl <kmstructionen. 

42. At construere de Cirkler, som berøre to givne Cirkler Og gaa gjefc- 
nem et givet Punkt. 

Opgaven er udført paa PI. XI. Fig. 1; dtø har ialmindeKdhed 4 Opløsninger, 
ligger Punktet i en af Cirklerne eller skjære de hinanden, indskrænkes Antallet til 
2; ligger Punktet indenfor den ene og udenfor dén anden Cirkel eller udenfor 
begge og den ene omgivet den anden, er Opgaven umulig; berøre Cirklerne hin- 
anden er de 3 eller 1, eftersom Punktet Kgger udenfor begge «ller indenfor den 
ene. Se pag. 24 og 25. ligger Punktet og de givne Cirklers- Centrum i samme 
rette linie, udføres Constructionen efter 38. 

43. At construere de Cirkler, som berøre en given Cirkel og gaa gjen- 
nem to givne Punkter. 

Opgaven er udført paa PL XI. Fig. 2, og har ialmindelighed 2 Opløsninger; 
ligger ét af Punkterne i Cirkelen, et der een Opløsning; ligger det ene Punkt 
indenfor, det andet udenfor, eller begge i Cirkelen, er Opgaven umulig. Ligger Punk- 
terne og Cirkelens Centrum i samine rette Linie, udføres Constructionen efter 38. 

44. At construere de Cirkler, som gaa gjennem tre givne Punkter. 

For at udlede denne af den almindelige Opgave (36), bemærkes, at de tre 
Punkter kan betragtes som Gråndserne for tre ligestore Cirkler; altsaa bliver det 
føBes Pøtétttspurikt det søgte Centrum. Opgaven har blot 1 Opløsning; ligge 
' Punkterne i samme rette linie, gaar Cirkelen over til en ret linie. 

45. At construere de Cirkler, som berøre to givtte Cirkler og en given 
rét Linie. 

Opgaven ér Udført paa PI. XI. Fig. 3 og har iahnindeHghfed 8 Gtdøtfetager* de 
specielle Tilfælde udledes af den almindelige Opgave ; se pag. 24 og 25. Staar den rette 
Linie lodret paa Cirklernes Centrallinie, udføres Constructionen efter38 og 38 Anm. 
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46. At constmere de Cirkler, som berøre en given Cirkel og to givne 
rette Linier. 

Opgaven er udført paa PI. XI Fig. 4 og har ialftindelighed 4 Opløsninger. 
Det Tilfælde, hvori Opgaven er umulig, er, naar Linierne ere parallele og Cirkelen 
ligger udenfor begge. 

47. At construere de Cirkler, som berøre tre givne rette Linier. 

Man batragter de tre rette Linier som Grændseværdierne for tre ligestore 
Cirkler, hvoraf følger, at det fælles Potentspunkt er det søgte Centrum. Men da to 
hinanden skjærende rette Linier har to Potentslinier — det er nemlig ligegyldigt 
til hvilken Side vi tænke os Krumningen af de uendelig store Cirkler, — saa faaes 
ialt fire fælles Potentspunkter; altsaa ialmindelighed 4 Opløsninger. 

48. At construere de Cirkler, som berøre en given Cirkel, en given ret 
Linie og gaa gjennem et givet Punkt. 

Opgaven er udført paa PL XII. Fig. 1 og har ialmindelighed -4 Opløsninger. 
Den er umulig, naar Punktet og Cirkelen ligge paa hver sin Side af Linien, eller 
naar Punktet ligger inde i Cirkelen og Linien ikke skjærer denne. Staar den givne 
rette linie lodret paa den rette Linie gjennem Centret og Punktet, udføres Con- 
structionen efter 38 Anm. 

49. At construere dé Cirkler, som berøre en given ret Linie og gaa gjen- 
nem to givne Punkter. ( 8 ee PL XII. Fig. 2). 

O pi. Man drager den rette Linie AD gjennem do givne Punkter A og B, 
og naar D er Sijæringapunktet mellom denne Linie og den givne, construeres 
DE* -DA -DB og man afsætter DG og DG' begge lig DE, saa er G og G' de søgte 
Berøringspunkter. Opgaven har ialmindelighed 2 Opløsninger; ligger et af Funk- 
terne i linien, er der 1; ligger Punkterne paa hver sin Side af Linien eller begge 
i samme, er Opgaven umulig. 

50. At construere de Cirkler, som berøre to givne rette Linier og gaa 
gjennem et givet Punkt (su PL XII. Fig. 3). 

OpL Man drager Halveringslinien til den Yinkel, de danne med hinanden, 
inden hvis Been Punktet ligger; drages gjennem det givne Punkt A en ret Linie 
lødret paa denne, hvilken skjærer de givne Linier i D og H; derpaa gjøres DE 1 « 
DA. DB, hvor BH -DA, og nu afsættes DG og DG 4 begge lig DE, saa er G og G' 
de søgte Berøringspunkter. Opgaven har saaledes ialmindelighed 2 Opløsninger; 
ligger Punktet i en af Linierne, er der blot 1 ; ere Linierne parallele og Punktet 
ligger udenfor begge, er Opgaven umulig. 
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Cap. HL 

OPGAVENS OPLØSNING VED HJÆLP AF KEGLESNITTENE. '' ; 

5 i. 

51. Læresætning: Det geometriske Sted for Centrerne af de Cirkler, som berøre to givne 

Cirkler paa samme Måade, er en Hyperbel eller Ellipse, hvis Brændpunkter 
. . ere de givne Cirklerd Centrer, og hvis store Axe er de givne Cirklers Radiers Sum 
eller Differents, eftersom Berøringen er ueensartet eller eensartet. (PL IL Fig. 6 og 7.) 
Bevis: Betragter man i Fig. 6 Cirklerne om Å og B, saa berøres disse eensartet 
af Cirkelen om C og drages Radierne CE og CF til Berøringspunkterne, faaes 
naar Radien i Cirkelen om A « r, Radien i Cirkelen om B •— R, AC— BC» 
(EC-EA)-(CF— BF)-BF— EA~R-r, det er: Punktete tilhører en Hyper- 
bel, hvis Brændpunkter ere Centrerne A og C, og hvis store Axe er R — r, 
Betragter man Cirklerne om C og D, dåa berøres disse eensartet af Cirkelen om 
B og ere deres Radier respeotive Ri og r,, saa er CB + DB - CF — BF + BG 
— DG — R| — r , eller Punktet B tilhører en Ellipse, hvis Brændpunkter ere Centrerne 
C og D, og hvis store Ane er R t — r,. 

Betragter man i Fig. 7 Cirklerne om A og B og deres Radier være r og R, 
saa berøres disse ueensartet af Cirkelen om G* og man har AC — BC « AE + EC — (FC — FB) 
- AE + FB - r + R, det er : Punktet C tilhører «n Hyperbel, hvis Crtendpunkter efe Cen- 
trerne A og B, og hvis store Axe er R + r; betragter man Cirklerne om C og D og 
betegner deres Radier med Ri og r u saa berøres disse ueensartet af Cirkelen om B 
og man har: CB + DB-fc CF — BF + BG+DG-CF + DG-R^r!, det er: Punktet B 
tilhører en Ellipse, hvis Brændpunkter ere Centrerne C og D og hvis store Axe er R* + r ^ 

52. Paa den analytiske Vei kommer man til det samme Resultat; har man to Cirkler 
og vælges Coordinatemes Begyndelsespunkt i den .enes Centrum og X Axen være 
den forlængede Centrallinie; endelig være a Afstanden mellem begge Centrer, og 
R og r Cirklernes Radier; deres Ligning er da x* + y» - R*; (x — a)« + y a - i*; be 
tegnes nu Coordinaterne til Centret af en begge disse berørende Cirkel med a og fi og 
dens Radius med p, saa er ^Betingelsen for, at den berører; udtrykt ved følgende 
to Ligninger: <x* + p*-(pdbR)*; <a — a^ + ^-^dbr) 1 , eliminere* mellem disse 
Ligninger p, feaes, naar alle fteductioner ére udførte, <*"' ' '** : J • 

■ ' . fr-*«F ■ *\ ■ ' ~ X- "■'" - '•'■■ = 

±(R±r)* + 4[(R±r)»-a«J 
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hvilket er ligningen fer en Ellipse eller Hyperbel, eftersom CentralKnien a er mindre 
eller større end Rqpr, dg hvis Brændpunkter ere (^ordinaternes Begyndelsespunkt og 
et Punkt i XAxen, hvis Afstand derfra er a, det er: begge Cirklernes Centrer, og 
hvis store Axe er R =p r. 

53. Men lader os vende tilbage til den geometriske Fremstilling af Tingen. Spørgs- 
maalet om det er en Ellipse eller Hyperbel beror paa, om Radiernes Som eller 
Differents er større eller mindre end Centrallinien} dette afhænger atter af de to 
givne Cirklers indbyrdes Stilling. Betragter man de forskellige Tilfælde, faar man, 
som følger: 

Naar de to givne Cirkler ligge udenfor hinanden, vil det geome- 
triske Sted for Centrerne af de Cirkler, som berøre de givne eensartet, være en 
Hyperbel, hvis store Axe er de givne Cirklers Radiers Differents, og for Cen- 
trerne af de Cirkler, som berøre de givne ueensartet, være en Hyperbel, hvis 
store Axe er de givne Cirklers Radiers Sum. 

Naar de to givne Cirkler berøre hinanden udvendig, vil det geo- 
metriske Sted for Centrerne af begge de givne eensartet berørende Cirkler være en 
Hyperbel, hvis store Axe er de givne Cirklers Radiers Differents, og for Cen- 
trerne af de ueensartet berørende Cirkler være en ret Linie, nemlig den for- 
længede Central linie. 

Naar de to givne Cirkler skjære hinanden, vil det geometriske 
Sted for Centrerne af de eensartet berørende Cirkler være en Hyperbel, hvis 
store Axe er de givne Cirklers Radiers Differents, og for Centrerne af de ueens- 
artet berørende Cirkler en Ellipse, hvis store Axe er de givne Cirklers Radiers Sum. 
Naar de to givne Cirkler berøre hinanden indvendig, vil det geo- 
metriske Sted for Centrerne af de eensartet berørende Cirkler være en ret Linie, 
nemlig den forlængede Centrållinie, og for Centrerne af de ueensartet berø- 
rende Cirkler en Ellipse, hvis store Åxe er de givne Cirklers Radiers Sum. 

Naar dén ene af de givne Cirkler ligger indeni den anden, vil det 
geometriske Sted for Centrerne af de eensartet og ueensartet berørende Cirkler 
være to Ellipser, hvis store Axer respective ere de givne Cirklers Radiers Dif- 
ferents og Sum. 

Et specielt Tilfælde kan mærkes, nemlig naar de to givne Cirkler ere con- 
centriske; de to Ellipser gaa da over til to med de givne Cirkler concentriske Cirkler,' 
hvis Radier respective for de eensartet og ueensartet berørende Cirkler ere de givne 
Cirklers Radiers halve Differents og halve Sum. (sammenlign 89). 



5,4. Endelig ville vi betragte de Tilfælde, at én eller begge de givne Cirkler gaa over 
til sine GjKndseværdiør Punktet og den rette Liniq. Ma& erholder da, som følger: 
, Det geometriske Sted for Centrerne af de Cirkler, som berøre en given 
Cirkel og gaa gjennem et givet Punkt, er en Hyperbel eller Ellipse, lem 
Brændpunkter er det givne Punkt og den givne Cirkels Centrum og hvis 
store Ase er åen givne Cirkels Radius; det er en Ellipse eUer Hyperbel, efter- 
som Punktet ligger indenfor eller udenfor Cirkelen ; ligger Punktet i Cirkelen, er det 
en ret linie, nemlig den forlængede Radius gjennem Punktet 

Det geometriske Sted for Centrerne af de Cirkler, som gaa gjennem to 
givne Punkter, ex en ret Linie, som staar lodret og halverer Punkternes For- 
bindelseslinie. 

Det geometriske Sted for Centrerne af de Cirkler, som berøre en given 
Cirkel og en given ret Linie, er to Parabler, hvis Mies Brændpunkt er 
den givne Cirkels Centrum og hvis S tyre linier ére to med den givne Linie 
parallele Linier, og hvis Afstande fra samme er den givne Cirkels Radius. 

Det geometriske Sted for Centrerne af de Cirkler, som berøre en given 
ret Linie og ga* gjennem et givet Punkt, er en Parabel, hvis Brændpunkt 
er det givne Punkt og hvis Styrelinie er den givne Linie. 

Det geometriske Sted for Centrerne af de Cirkler, som berøre to givne 
rette Linier, er to paa hinanden lodrette Linier, som halvere de Vinkler, 
de to givne rette Linier danne med hinanden. 

§2. 

, Opgaver. 

55. At construeré de Cirkler, som berøre tre givne Cirkler. 

De givne Cirkler være Cirklerne om A, B og C og deres Radier være respec- 
tive r, r*, r"; man construerer de Cirklerne om A og B tilhørende Ellipser eller 
Hyperbler, hvis store Axer erer + r'ogt—r', og derpaa de Cirklerne om A og C 
tilhørende Ellipser eller Hyperbler, hvis store Axer ere r + r"ogr~ r" ; Skæ- 
ringspunkterne af disse Linier ere da de søgte Centrer. Man kunde naturligviis 
ogsaa valgt Cirklerne om B og C og construeret de disse tilhørende Ellipser eller 
Hyperbler; de ville skjære i de samme Punkter. Man seer Construktionen udfort 
paa PL XHL og XIV. Fig. 1. Hvad der forøvrigt er at mærke, sees af Construktionen. 

56. De øvrige ni Opgaver udføres nu paa samme Maade; som Exempel er valgt det 
Tilfælde, at man har to Cirkler og en ret Linie. (pi. XIV. Fig. 2). 
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